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CAMPOS VECTORIALES

Definicion de Campo Escalar.

Se llama campo escalar a una funcion que asocia a
cada punto del dominio de una funcion un valor

escalar.

Ejemplo:
fiR? >R
fx,y) = x* +y°

T:R3-> R
T(x,vy,z) = 100 — x% — y? — z*
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Definicion de Campo Vectorial.
Se llama campo vectorial a una funcidon que asocia a cada punto del dominio de la

funcion un vector.
Ejemplo: Cuando el campo vectorial 7 representa un vector de posicidon

7:R - R? } : Curva en el plano
7(t) = t%i + (t2-t)j ) P
i ed } : Curva en el espacio
7(t) = t?2i + (t2—t)j + 2tk
7:R* - R } : Una superficie
T(s,t) = st?i + (t*>—s)j +s%k) 4P
7 R2 > R2 } : Un sistema de referencia curvilineo
7(u,v) = u?i + (u?—v)j bidimensional
7R3 > R3

} . Un sistema de referencia curvilineo
' tridimensional

7(u,v,w) = u?i + (u?—w)j + vwk
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Cuando el campo vectorial no representa un vector de
posicion puede representar

7:R - R? } . El campo de velocidades de una particula
v(t) = t%i + (t?—t)j + t%k) que se mueve a lo largo una curva plana

a:R - R3 } . El campo de aceleraciones de una
a(t) =2ti+ (2t —1)j + 2tk) particula que se mueve sobre una curva

N: R? > R3 El campo de vectores normales a
N(s,t) = st?i + (t?>—s)j +52k} ' una superficie
F:R3 - R3

F(x,vy,z) = GMm —xi—yj —zk El campo gravitacional de la tierra

E:R® > R? El campo eléctrico generado por una
E(x,v,2) = q xityj+zk . carga eléctrica puntual positiva localizada
AR 3 en el origen
M (x2 4 y2 4 22)7 g
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Derivada de un campo vectorial.

Sea el campo vectorial 7(t) que representa a los vectores de
posicion de una curva.
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La derivada de una funcién 7(t) se define como:

dr(t) . r(t + At) — 7(t)

im
dt At—0 At
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Mediante la definicidn, obtener la derivada de la funcion

7(t) = (D) + f2(0)) + 3Dk

se incrementa la variable independiente
T(t+At) = (t+ A+ fL,(t+ At)j + f3(t + At)k

se obtienen el incremento de la funcion
AT = 7T(t + At) — 7(t)

T(t+At) = 7(t) = (fi(t + At) = f1(0)i + (f(t + At) = ()] + (f3(t + At) — f3(t)k

- 1
se multiplica por v

AT T(t+ At) — T(t)
At At

7(t + At) — 7(¢) _ (fi(t +At) — f1(®)i + (f2(t + At) — fL,(8)] + (f3(t + At) — f3(£))k
At At
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T+ A - 7)) A+ A — A@)I+ (KLt +AD) — )] + (e + At) — f3(0)k
At At

AT fi(t+At) — f1(¢) _I_fz(t + At) — fo(t) ._I_fs(t + At) _fs(t)k
At At l At / At

se calcula el limite cuando At —» 0

. AT o A+ AY) - f() o L+ A) - £f(0) . o fzt+At) — f3(t)
lim — = lim i + lim + lim k
At—0 At At—0 At At—0 At At—0 At

finalmente se tiene
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Ejemplo: Obtener |la derivada de la funcidn
7)) = Bt+2)i+ ({3 +t)j+ (2t2 — Dk

dr
E=3i+(3t2+1)j+4tk

Como el resultado de derivar una funcidon vectorial es un nueva funcién vectorial,
entonces es posible obtener nuevamente su derivada para asi obtener la segunda
derivada de 7(t) , es decir
d*T d (dT
dt? dt\dt
Cuando la funcidén vectorial representa el vector de posicion de una particulay la
variable independiente representa el tiempo entonces:
dr dz7r

2 = Vvelocidad delaparticula 'y —2 =g aceleracién de la particula.

>=6tj+4k

7 . d? . 7
Al modulo de la velocidad v = |E| se le llama rapidez de la particula.
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Propiedades de |la derivada de un campo vectorial

Suponga que A, B y C son funciones vectoriales diferenciables de un escalar u, y que ¢ es
una funcion escalar diferenciable de u. Entonces se cumplen las leyes siguientes:

d dA dB
i) —(A+B)=—+—
ﬂ‘ du  du
dB dA
i) —{JL By=A-—+—-B
du  du
d B dA
iif) —uxm—uf—ﬁ_xu
du  du
d dA do
V) —i(dA)=d—+—A
W) du ($A) djdu di
d dC dB dA
o —iA- V= A — + A — Y '
V) MH BxC)=A B‘xd“ A dﬂx( ™ B x C

dC dB dA

d
M) —[Ax(BxC)}=Ax|Bx—]|+Ax|—xC]|+—x(BxC
") du{ x (B x O] ) ( ) r;m) ) (n’u ) ) du (BxC)
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. = , — ar
Si7(t) esun vector de mddulo constante, demostrar que 7(t) y d—: son dos
vectores perpendiculares.

como | 7(t)|? = 7(t) - 7(t) y el vector 7(t) es de mddulo constante se tienen que
7(t) - 7(t) = C?

al derivar 7(t) - 7(t) = C? se tiene
d d
2 (7O 7)) =—(€*) =0

O w0 + 7y 2

—(r(t) 7(t)) =

—(r(t) 7(t)) =2——= _( ) -7(t) =0

por lo que
dr(t) —
dt

r(t) =0

. . — ar )
lo cual implica que los vectores 7(t) y —, son vectores perpendiculares.
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Formulas de Frenet-Serret

T : vector tangente unitario
N : vector normal unitario

B : vector binormal unitario

dT

K:curvatura kK = |—
ds

. dB
T:torsion  |t| = |—
ds

1 . S
p== radio de curvatura  corona helicoidal Corona helicoidal

dextrogira levogira

1 . 4 = ’ _— lf <
o = —: radio de torsion AL H: ‘4_f
|7l ol J
Tornillo Tornillo
levogiro

¢ Porgué s? dextrégiro
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Plano normal (Rojo), vector perpendicular T, paraleloa Nya B
Plano rectificante (verde), vector perpendicular N, paraleloaByaT

Plano osculador (azul), vector perpendicular B, paraleloaTya N
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dT
Demostrar que = kN

— A — dT . dT . —
como T es un vector unitario, T - T =1, T - e 0 es decir, - ©s perpendiculara T,

: . — . : ., dT
si decimos que N es un vector unitario en la direccion de —, entonces

dT —
— = kN
ds

daT

ds

donde k =
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dB
Demostrar que i —tN
Por definicion B = T X N vy al derivar el vector B se tiene

dB
E =T X — + g X N
como Z—: = kN
dB  ~ _ dN —
E =T X E + kN X N
simplificando se llega a
dB _ dN
as - s
multiplicando escalarmente ambos miembros de la ecuacién por el vector T
_dB _ _ dN
T - E =T-T X— s
de donde se tiene que
_ dB
E =0

. — dB .
por lo que se tiene que los vectores T y —5 50N perpendiculares.
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, = = dB . dB : —
ademas,comoB -B=1,B" i 0 es decir, - €S perpendiculara, B

dB : — = dB —
Ya que — €S perpendicular tantoa T como a B entonces < S paraleloa N

por lo tanto
dB _
a5 —TN
donde
dB
ds = |z
El signo (-) de la expresidn Z—]j = —1N se debe a que cuando la curva es dextrégira su

., . dB dT .
torsion T debe ser positiva aunque los vectores - Vo tengan sentidos opuestos.

o _1dT __1dB
kds  tTds
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dN — —
Demostrar i B — kT

_ = _ aN .
comoB =T X N entoncesN =B X T, al obtener — e tiene

dN déxT+§ dT
_ = X —
ds ds ds
ademas
dB — dT —
- TNy —=kN
dN L _
—=—1TNXT+ B XkN
ds
pero

-B=NXT y -T=BXN
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Ahora surge la pregunta écomo derivar con respecto de la longitud de arco s de una
curva si lo comun es que la curva esté expresada como funcién de una variable
arbitraria t ?

Recordemos de los antecedentes de calculo integral que el diferencial de arco ds de

x = x(t)
una curva C de ecuaciones paramétricas C:{y = y(t) esta dada por
z =z(t)

ds = dx2+ dy2+ dedt
>~ \at dt dt
ademas, como la ecuacién vectorial de la curva C es

7)) =x(t)i+y(t)j + z(t)k
dr _dx .  dy K dz

@l Tl Tk
d7| dx2+ dy2+ dz\’
de|  J\dt dt dt

dr ds dr
entonces ds = = dt prial b
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Sea las funciones 7 = 7(t) y t = t(s)

al hacer la composicién 7(t) o t(s) setiene

T(s) = 7(t) o t(s)

al derivar aplicando la regla de la cadena se tiene
d7(s) 3 dr(t) dt

ds dt ds
por el teorema de |la derivada de la funcion inversa
dt 1
ds ds
dt

entonces
d7r(s) dr 1 d7() 1

ds dt ds  dt d_f‘
dt dt

dr

dr g

ds |dr

dt
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Modo de cdlculo de los vectoresT, N y B dela curvatura ky de la torsién 1

d7 |d7| 5
d?_%_dt _7
ds |dr|  |dr|
dt dt
d7
7 _ _dt
T
dt
T dT ccli_T dT
_dt _lat] dt —
ds ~[dr] |dr| jar] "
il @ 5
de donde
dt 4]
N _dt __lat
Y Y T
E| dt
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d7 dT
yaque T tiene la misma direccién que 7 N la misma direccién que — vy

dt
= = = d7 _ dT
B =T XN entonces B tendrd la misma direccién que EXE es decir
a7 dT
D — T N A D — _dt o dt
B=TX N o B——|d_7,xd_7|
dt dt
1B dB d1§| dB
B J—
finalmente, como — = 37—{ dt dt = —1N
“ " lal - Lal 1
dt
dB . dT dB
At T>0 si o a <0
|T| = T4 donde _
— 1<0 si L4859
dt dt dt
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Ejemplo: Calcular los vectores tangente, normal y binormal unitarios, la curvatura y la
torsion de la curva de ecuacion 7(t) = 3 cos(t) i + 3sen(t)j + 4tk.
dr

ComoT = ﬁ se tiene que %=—3 sen(t) i+ 3cos(t)j + 4k
dt

dTr

dt

= \/9sen2(t) + 9cos?(t) +16 =5

porlotanto T = —%sen(t)i + zcos(t)j + gk

- AT - .
como N = |Z—T| derivando se tiene —= 3cos(t)i — 3sen(t)]
dT
‘E = \/9sen2(t) + 9cos2(t) = 3
dT
_ dt 1 , , . .
N = i §(—3 cos(t) i — 3sen(t)j) = —cos(t) i — sen(t)j
e

N = —cos(t) i — sen(t)j
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el vector binormal esta dado por

B=TxN 4,
L j k
5= 3 . 3 . 4
5Sen( ) 5cos( ) c
—cos(t) —sen(t) O
§—4 (t)i i (t) '+3k
= 5Sen L 5cos. Jtg
a
la curvatura es K = g,—f = = »
a
para obtener la torsidn se calcula
C;—f %cos(t) i+ - Sen(t)] de donde |—B| =2
entonces |t| = = 5 =
| 5 25
_ dt
al calculard—T Z—B = (—3cos(t)i — 3sen(t)j) - ( cos(t)i+ - Sen(t)]) —%
4
Porlotantot >0 vy T=—

25
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APLICACION A LA MECANICA

Demostrar que la aceleracion a de una particula que se mueve por una curva 7(t) esta

_ dvs | VP — _ —
dada por a = d—:T + %N donde T es el vector tangente a 7(t), N es el vector tangente

. . . d? . ’
unitario, p es el radio de curvaturay v =|E| la rapidez de la particula.

__dT |47 _ -
V= T |4 v
dr_d
“=ar Tar Y’
o Lom W, AT
*= Y ac U4

ar X4

= 4t — dt — N setiene

de la expresion 15 d?| =

- v
dt

dT — . .
gue — = vkN al sustituir se obtiene

dt
‘—dvT+ N
a=— v(vkN)
dv_ v? _ dr =
a=—T+—N T
dt )
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<
<
QJ

7_"=|T]| dT=c0mpvect&,7=Tj_TjTJ
ay = @ — ar
como |7 x a| = | v||a|sen(8) y vik = |a| sen(0)
__lalsen(8) @ | vxal|
v? v? |7llal
|7 X a
TP

Por otro lado, ya que ¥ y a son paralelos al plano
osculador, entonces son perpendiculares al vector B

_ vXa _ v x(vXxXa)
B =——— N = — —
|v x al v x (v xa)l
x40
v dt
T =
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EJEMPLO: Dada lacurvaenel espaciox =t, y=t%, z= §t3 .

Calcular a) la curvatura k b) la torsidon T c) la ecuacién del plano osculador en el
puntodondet =1
a) la ecuacién vectorial de la curva el 7(t) = ti + t?j + = t3k y para calcular lo que

122}

se pide bastara con obtener 7', 7" y T

T =i+ 2tj + 2t%k

7' =2j + 4tk
—III 4k
| vxal
COMO K = —
|3
i j  k
T'XT" =11 2t 2t2|=(8t?—4t?)i— (4t)j + 2k = 4t%i — 4tj + 2k
0 2 4t
|7/ X 7| = /16t% + 16t2 + 4 = 24/4t* + 4t2 + 1 17| = 4t% + 462 + 1
V4t +4t2+1 2 2

(WAt + 42 +1)3 At*+4t2+1 (262 + 1)2
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— . —~ da

(vxa)-a

b) U= Texar
_(4t%i—4tj + 2k) - (4k) 8 2

T

2 ) —_—
(2VatE ¥ 42 + 1) 42t2+1) 22+ 1

c) Como el plano osculador tiene por vector normal al vector binormal entonces
_ .2
r(1)=i+j+ Ek

X T =4i—4j+2k

-
ves| 2i—2j+k
Por lo tanto la ecuacidon del plano osculador es
(2,-2,1) - (x - 1Ly—1,z —%) =0
2x — 2y +z = %



POR SU ATENCION,
GRACIAS



